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Série  de  TD  N°  1 


Solutions  (exercice  4): 

1) 

Soit  E  =  C([-l,  1  ],  C  ),  espace  des  fonctions  continues  sur  [-1,  1  ],  muni  de 
la  norme  ||.  ||  j  tel  que  : 

\\f\\  1  =  J!i  i/wi 

(e,  ||.  Il  i)  est  un  espace  vectoriel  normé  (facile  à  vérifier).  Mais  (e,  ||.  ||  j)  n’est 
pas  complet.  C’est-à-dire 

Il  existe  (/„)  cz  E.  {/„)  est  de  Cauchy  dans  (e,  ||.  || 

\Vn  -/Il  1  0  quand  n  -i-oo 

Mais/  ^  E 
En  effet 

Considérons  la  suite 


r 


fn{x)  =  < 


0  si  X  G  [-1,  O] 
nx  si  X  G  [O,  /  ] 
1  six  G  [/,  1] 


Il  est  clair  que  (/„)  cz  E 

On  montre  que/„  est  de  Cauchy  dans  (e,  ||.  Il  i)  : 

Vfi  >  0,  Brio  ^  <?  •  P  >  Q  >  rio  on  a:  ll/p  -fq  II  J  <  £ 

\/p,  q\  P  >  Ç  on  a:  \\fp  -fq  ||  ^  \fp{x)  -fq{x)  \dx 

=  \\\fp{x)-fq{x)  \dx  +  |/p(x) -/ç(x)  \dx 


(4.1 
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+  JII/PW-AW  \dx  +  \\\fp{x)-fq{x)  \dx 

P  q 

=  -Q\dx  +  \px  -  qx  \  dx  +  ^\\  \  -  qx  \dx  +  1 1  -  1  \dx 


Remarque  1 

Ici  X  G  [y,  y]  donc  si  X  >  y  alors /„(x)  =  1  et  si  x  <  y  alors /„  =  qx. 


(voir  (4.1)) 


On  trouve  alors 


Ainsi  ifn)  est  une  suite  de  Cauchy  dans  (e,  ||.  Il  i) 

On  calcule  la  limite  de  la  suite 

Vx  G  [-1,  O],  lim  fn{x)  =  0 

n->QO 

Vx  G  ]o,  l]  ,  ifn)  est  croissante  et  on  a  lim/„(x)  =  1. 
C’est-à-dire 


0  si  X  G  [-1,  O] 

Vx  G  [-1,  l]  ,  lim/„(x)  =/(x)  =  <^  . 

1  SI  X  G  JO,  1  J 

Remarque  2 

-  La  limite  simple /doit  exister  sinon  on  peut  pas  parler  de  convergence 
ou  non  convergence  par  rapport  à  une  norme  d’une  suite  (/„)  dans  E. 

-  La  limite/  ^  E  (car/n’est  pas  continue  en  0). 

-  On  doit  vérifier  que  (/„)  converge  avec  ||.  ||  j  vers  une  limite/  mais  cette 
limite  n’est  pas  dans  E 


On  suppose  que  3g  G  £  g  II  J  ^  0 

n  +00 

On  montre  que  g  =  1 

C’est-à-dire  On  montre  que  g(x)  =  1  Vx  g  ]o,  l]. 


Remarque  3 

Vx  G  [-1,  o],  on  a  rien  à  montrer  car  la  suite  est  nulle 
On  raisone  par  l’absurde 

On  suppose  que  isg  g  E  :  \\fn-g  lli  -  0  et(g^l). 

+CO  y 

donc  on  peut  trouver  xo  ^  ]0,  1  ]  tel  que  g(xo)  *  1 
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Comme  g  est  supposé  continu  sur  ]0,  1  ]  il  existe  un  voisinage  noté 
Vxo,  V  =  \_a,  b~\  ~\0,  1~\  {b  >  a),  et  il  existe  un  nombre  C  >  0  tels  que 

Vx  G  :  lg(x)-  Il  >  C. 

Si  on  choisie  a>  c’est-à-dire  n  >  on  a  /„  =  1  sur  V^o,  d’où 


\\fn- g\\i  =  git)\dt  °>  ^  \fnit)  -  git)\dt 


=  Il  -  git)\dt  >  Cdt  =  C  (b  -  a)  >  0, 

D’où  la  contradiction  avec  - g\\i 
non-complet  pour  cette  norme. 


n  ->■  +cci 


0  .  L’espace  E  est  donc 


Remarque  4 

Le  voisinage  Vjto  et  la  constante  C  peuvent  êtres  déterminer  à  partir  de  la 
définition  de  la  continuité  de  g  comme  on  va  le  voir  en  détail  dans  l’exercice  5. 


2)  On  utilise  la  question  3  de  l’exercice  1  de  cette  série  : 

On  montre  qu’il  existe  une  série  absolument  convergente  mais  non  convergente 
dans  E. 

On  pose  gn  =  fn+\  -fn  tel  que  (/„)  est  définie  dans  (4. 1)  et  on  montre  que 

00  00 

Wgn  II  1  <00,  mais  ^  gn  n’est  pas  convergente. 

n— 1  n=l 

+CC 

On  calcule  \\gn  II  i  =  \\fn+i  -fn  II  i  =  ^nd+i)  11^”  Il  1  ®st  convergente,  en  effet 

n=l 

+CC 

comme  \\g„  ||  j  =  2n(i+i)  comparer  la  série  ^  ||g„  ||  j  à  une  série 

n=l 

+CO 

de  Riemann  qui  est  convergente  {a  =  2  >  1)  ainsi  ^  \\gn  II  i  est  convergente. 

On  vérifie  que 

n-l  n-1 

X)  Sk  =  fn  -fi  ^  fn  =/l  Sk 

k=\  k=\ 

00 

Comme  (/„)  n’est  pas  convergente  dans  E  donc  ^  gn  n’est  pas  convergente. 


Remarque  5 

Il  existe  une  série  absolument  convergente  mais  non  convergente  dans  E 
car  l’espace  (£,  ||.  Il  i)  n’est  pas  complet  et  ceci  d’après  l’exercice  1. 
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Solutions  (exercice  5) 

Remarque  6 

Cet  exercice  est  semblable  à  l’exercice  précédent,  à  cet  effet  on  a  détaillé 
uniquement  les  passages  importants  qui  non  pas  été  vu  dans  l’exercice  4. 

1) 

On  note  E  =  C([-l,  1  ],  C),  on  définit  sur  E  l’application  suivante: 

</>(/.  g)  =  |_/(^) 

Il  est  facile  de  vérifier  que  (p  définie  un  produit  scalaire  sur  E  : 

On  vérifie  que  (pÇf,  f)  =  0  o  f  =  0. 

En  effet 

On  a  (pÇf,  /)  =  0,  alors  la  fonction  x  est  une  fonction  continue  positive 

sur  l’intervalle  [-1,  l].  Son  intégrale  est  nulle  si  et  seulement  si  cette  fonction  est 
identiquement  nulle.  Donc  (p(f,f)  =  0  <p^/=  0. 

Comme  WfW^  =  ,  alors  WfW^  =  dx^  "  définie  une  norme  sur  E. 


2) 


On  montre  que  (e,  ||.  II2)  n’est  pas  complet.  Soit  la  suite  de  fonction  suivante 


fn{x)  = 


I  -lsi-l<x<-i 
<  nxsi-l<x<i 

1  si  4-  <  <  1 


a) 


On  montre  que  pour  1  <  n  <  p  ,  on  a\  \\f„  -fp\\2  <  /T- 
Par  définition  (voir  (5. 1)),  les  fonctions /„  etfp  coïncident  sur  les 
intervalles  [-1,  -  4-]  et  [4-,  l]-  D’autre  part,  pourx  e  [-4-,  O],  on  a 

\fn{x)  -fp{x)\  <  1 

Même  chose  pour  x  e  [O,  4-  ]•  On  obtient  donc 


(5.1) 


\\fn  -fl 


P\\2- 


11 


dt 


<  ./2 


Alors  \\fn  -fp  II  2  ^  0 
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b)  On  suppose  3  g  G  £  tel  que  :![/■„ -g  ||  2  ^  0.  Montrons  que 

n^+co 

g{x)  =  1  Vx  G  ]o,  1].  Raisonnons  par  l’absurde: 

Supposons  qu’il  existe  un  point  xo  ^  ]0,  1  ]  pour  lequel  g  (xo)  ^  1.  On  suppose 
par  exemple  que  g  (xo)  >  1,  et  on  pose  a  =  g(xo)  -  1  >  0.  Comme  par  hypothèse 
g  G  £  alors  g  est  continue  en  un  point  xo  ^  ]0,  1  ]  donc 
Vfi  >  0  il  existe  rj  >  0,  (on  peut  choisir  rj  <  tel 
que  Vx  G  Vxo  =  [xo  -  7/,  Xo  +  7?]  on  a  lg(x)  -g(xo)l  <  s. 

Soit  s  =  Y  donc  g  (x)  >  1  +  f  -  Maintenant,  pour  tous  les  n  suffisamment 
grands  pour  que  4-  <  7/,  on  a/„(x)  =  1  dés  que  x  g  [xo  -  rj,  xo  +  77].  Ceci  donne 
alors: 


donc  |[/«  -  g  II  2  ^  0  .De  la  même  façon,  on  prouve  que  g  (x)  =  -1  si 

M^+00 


X  G  [-1,0[.  La  suite  (fn)  ne  converge  pas  dans  (e,  ||.  II2),  et  donc  cet  espace  n’est 
pas  complet. 

Remarque  7 

-1  si  X  G  [-1,  0[ 
lim/„(x)  =/(x)  =  <  0  si  X  =  0 

n-*-cc 

1  si  X  G  ]0,  1] 

La  limite/  ^  E  (car/n’est  pas  continue  en  0). 
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